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2025 年 10 月 27 日

1 作业讲评与提醒

本次作业证明题占绝大部分，是对第三章内容掌握程度的全面考察。证明题不像计算题，得到正确
的答案是主要目的，证明题的主要目的在于展现清晰的逻辑推理过程。关键不在于最后是否“声称得到
了欲证结论”，而是每一步的叙述是否有依据、能否前后连上。

• 评分是 9 并打勾的同学说明我完全看懂了你的过程且确信你已经明白了这部分知识。

• 没有对勾的同学说明基本正确，但有些细节可以改进。比如红色箭头代表这两步之间的论证我不能
够判断：可能是确实没注意到，也可能是很熟因此省略，需要自行检查。

•【α1, ...αn, β 线性相关推出 β 能够被 α1, ...αn 线性表出】的命题，需要【α1, ...αn 线性无关】这个前
提条件，才能保证依照定义写出时 β 前系数非 0.

• 任何一个向量组 X，不能够写“设 X 中的向量为 x1, ...xs”，因为 X 中向量不是 s 个，可能不可
数。例如 Kn 中总向量个数是不可数的，不能够写成一个自然数。一般这种时候取向量组中等价的
极大无关组即可。我们遇到的向量组都是有限秩的。

• 从作业题中可以看出，向量空间的抽象理论相互之间是有非常紧密的联系的。在最丝滑的情况下，
如果善用命题的相互推导和书本定理，这份作业的完整证明甚至用不了一页纸的一半。这也提示我
们：对于这部分知识，重要的是理解结构，而不是死记命题。结构是幕后黑手，命题可以批量制作。

2 知识整理

我们现在学过了哪些内容？

• 线性空间的向量组理论（完整）

• 解线性方程组理论（完整）

• 矩阵、线性变换、子空间：初步动机

按照学期初的建议：我们画一个（随着课程进行的）梳理图。

3 商空间

线性空间对子空间做商，仍然得到线性空间。
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3.1 回顾：V 的子空间 W，ker 与 im

向量空间 V 具象的定义是 span(e1, ...en)，其中标准基 ei = (0, ...1, ...0)。抽象的性质是 8 条运算法
则。V 的子空间 W 就是一个 V 的子集，同时满足线性空间的这 8 条运算法则。这只需要满足（请检查）

1，α ∈ W,β ∈ W 时 α+ β ∈ W。
2，λ ∈ K, α ∈ W 时 λα ∈ W。
下面的定义就是其实就是“解空间”和“列空间”，是从向量组理论、解方程组理论出发更进一步“抽

象结构”思想的体现。注意矩阵乘法：一个 m× n 矩阵吃掉 n× 1 的向量给出 m× 1 的向量。

定义 3.1. 对于矩阵 A = (α1, ...αn) ∈ Km×n，其中 αi ∈ Rm, i = 1, ...n。记 V = Rn 的两个子集为
kerA = {(x1, ...xn)|x1α1 + ...+ xnαn = 0} = {x ∈ Rn|Ax = 0}; ker A ⊆ Rn，元素是被吃掉的向量；
im A = {α1x1 + ...+ αnxn|(x1, ...xn) ∈ Rn} = {Ax|x ∈ Rn}；im A ⊆ Rm，元素是得到的向量。
那么 kerA，imA分别是 Rn和 Rm的子空间，满足关系 dim im A = rank(A)，dim kerA = n−rank(A)。

3.2 V 对 W 的商空间

定义 3.2 (等价关系). 集合 X 上的二元关系 R 是乘积集合 X ×X 的子集。说人话就是 (x1, x2) ∈ R ⊆
X ×X ⇔ 关系 x1 ∼ x2。一个等价关系是特殊的关系满足

1，自反性：x ∼ x

2，对称性：x1 ∼ x2 推出 x2 ∼ x1

3，传递性：x1 ∼ x2，x2 ∼ x3 推出 x1 ∼ x3。这些都是很自然的要求。

给定线性空间 V 和子空间 W，我们在集合 X = V 上定义 x1 ∼W x2 为 x1 − x2 ∈ W。请验证这是
一个等价关系。

定义 3.3 (等价类). 定义 Ox 是与 x 等价的所有元素的集合，称为 x ∈ X 的【等价类】或者形象地，【轨
道】。那么任何两个轨道要么不交要么相等：元素 x, y 要么 x ∼ y，此时 Ox = Oy，要么 x 6∼ y，此时
Ox ∩ Oy = ∅。也就是 X 上的等价关系使 X 可以看成一系列集合的无交并，称为【X 的分划】。

线性空间 V 在 ∼W 下的分划是什么？例 1：V = R2,W = {0} ×R；例 2：V = R2,W = span(3, 4)。

定义 3.4 (商空间). V 对子空间 W 的商空间是等价关系 ∼W 的等价类组成的集合 U ≜ V /W，我们下
面慢慢说明它是线性空间。

1，U 中的元素是 Ox 记为 x+W，但是也可以写为 y+W，只要 y− x ∈ W。也就是：同一个对象
有许多种表述方式；写出来不同但是描述的同一个东西。换句话说，我们描述 U 中的元素时，总是“选
取代表元”来描述。

2，U 中的加法是 (x1 +W ) + (x2 +W ) = (x1 + x2) +W，数乘是 λ(x+W ) = (λx) +W。这是很自
然的定义，但我们还需要验证良定性：因为定义的【表述】依赖于代表元，所以需要证明【同一个元素选
取不同代表元时在定义的描述下给出相同的结果】也就是定义的【结果】不依赖于代表元的选取。

3，这个定义很不好理解，但它像上次课的“张量”一样，第一次见到可以留个模糊的印象，如果有
机会反复接触和使用，就会逐渐形成全面的感知。凡事总要有个第一次的。

4，直观理解（参考前面的例子）V /W 是把 V 中【“相互之间只差 W”或者说“沿着 W 中方向”
的不同元素】“看做同一个元素”得到的简化空间。例如：“北京大学的学生商掉院系”。
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3.3 商空间维数，和线性映射基本定理

从基底的角度考虑商空间是最清晰的。

• 对 V 的子空间 W，取 W 的一组基 w1, ...wk，因为是线性无关组，总可以扩张成 V 的一组基，设
为 w1, ...wk; v1, ...vl。那么基底的线性无关性给出 v1 +W, ...vl +W 在 U = V /W 中是线性无关的，
基底的完备张成性给出 v1 +W, ...vl +W 在 U = V /W 中是完备张成的。也就是说

• v1 +W, ...vl +W 是商空间 U = V /W 的一组基。

• 基底的长度等于空间的维数，因此得到：dim V /W = l，也就是说 dim W+ dim V /W=dim V。

• 矩阵 A 给出线性空间 Rn 到 Rm 的线性映射。ker 和 im 分别是线性映射的零空间和像空间（作为
特例的解空间和列空间）

• 验证线性映射基本定理：Rn/kerA ∼= imA，以 x + W 7→ Ax 为典范同构（既单又满还保持线性），
事实上这对任何空间的线性映射都成立。

作为推论我们重新得到了：dim ker A+ dim im A=n。
作为推论的推论我们得到了：考虑方阵 m = n。ker A = {0} 时 im A = Rn。也就是说“齐次方程只有
零解”等价于“所有向量都可被表出”。祝大家期中考试顺利！
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