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1 作业讲评与提醒

不要漏写或者写错题目，这样没办法给分，很亏

• 基础计算有技巧吗？2.4-1(2).

• 计算行列式的三种方法：2.3-4(2).

• 2.4-7 范德蒙德行列式作为非平凡结论，与做题的“爬山”理论.

• 丘砖补充题 2-11.

• 三对角线与数列的递推公式；丘砖补充题 2-8.

2 知识回顾

• 向量空间中的元素（线性运算）；线性组合和线性表出（抽象解方程组）。

• 线性相关/无关性的理解：复述并证明 3.2-p70 命题 4：设向量组 α1, ...αn 线性无关，且

βi = bi1α1 + ...+ binαn,

则向量组 β1, ...βn 线性无关的充要条件是行列式 det(bij)ij ̸= 0.

• 向量组的等价（相互表出）和向量组的秩（张成子空间维数）：向量空间的“维数”概念是直观的

3.3-p75 引理 1（斯坦尼茨替换引理）：设线性无关向量组 β1, ...βr 可以由向量组 α1, ...αs 线性表出，
则 r ≤ s。

3.3-p76 推论 3（线性代数基本定理）：等价的线性无关组所含向量个数相等，意思是“向量空间的
维数是良定义的”！

注意，这些定理的证明都“向回去求”，落到解方程组的基本 Gauss-Jordan 消元法去了。这一方面
因为它们是基础、深刻的定理，不能够在理论框架内得到证明（因为理论框架恰恰是语言本身，合
法性要来自上一层级，也就是从抽象回归“脚踏实地”的过程）否则是循环论证。另一方面，这也
展现了抽象理论框架存在的意义：一旦几个基础的定理通过联系通道被建立，剩余的大厦即可在这
之上进行展开。否则每一个结论都要诉诸消元法的话，就过于繁琐而让人无法深入研究了。可以尝
试想象：1，把第三章的每一个结论和证明过程都翻译成最原本的解方程组的说法？2，利用太空电
梯建立的月球基地。p81 定理 1 同理：行秩等于列秩。
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2.1 把第三章用“积木搭层叠塔的方式”重写

• 向量：积木块；向量组张成的线性空间：一座积木搭起来的塔。塔里生活着各种各样的向量（包括
搭塔的向量）；向量组的秩：描述塔的一个关键指标，比如“层数”

• 线性相关：有的积木没起到作用“出工不出力”；线性无关：所有积木都不可或缺“协作恰到好处”。

• p69-命题 2：表出方式唯一：抽走一块积木塔就倒了；p76-命题 2：每一个不可或缺的积木贡献 1层，
线性无关的积木搭起来的层数恰是组的长度

• 不是一个完全准确的对应，但是可以提供一些形象的思考角度

3 拓展：多项式作为交错线性函数

n 维空间上 k 次外代数空间的交错线性函数

3.1 线性空间与对偶空间

向量空间 V = span(v1, ...vn) 和对偶空间 V ∗ = span(f1, ...fn)，其中 fi(vj) = δij。（为什么这是基？）

3.2 多重线性函数空间（k 次张量）

• V × V × ...× V 上函数 F：吃掉 k 个向量吐出一个数。但是这个空间中的函数不一定对各个分量线
性。

• 考虑 T k(V ) = {V × V...× V → R的线性函数} ∼= V ∗ ⊗ V ∗...⊗ V ∗，这里张量 ⊗ 是一个需要慢慢理
解多次消化的东西，大概就是“线性性里的数乘可以来回穿梭”。

• T k(V ) 中的元素（基底）大概形如 fi1 ⊗ ...⊗ fik，满足 1 ≤ i1, ...ik ≤ n 没有额外要求。

3.3 多重交错线性函数空间（k 次交错张量）

• 上面这个东西不是交错（反对称的），我希望 F 吃掉的 k 个向量中，交换两个向量位置 F 给出的
值取负号（逆序对！），特别地吃掉两个相同向量时给出 0.

• 满足这个条件的空间记为 Λk(V ) = span(fi1 ∧ fi2... ∧ fik)|1 ≤ i1 < i2... < ik ≤ n 注意与上文角标范
围区别。

• 做出 fi1 ∧ fi2... ∧ fik 的方式被称为“反对称化”：

fi1 ∧ fi2... ∧ fik =
1

k!

∑
σ∈Sk

(−1)sgn(σ)fiσ(1) ⊗ ...⊗ fiσ(k)

可以证明这么得到的函数是满足上述反对称条件的（注意与行列式的联系！）。

• 这个（线性！）空间维数是多少？从 n个数里选不重复的 k个，dimΛk(V ) = Ck
n,特别地，dimΛn(V ) = 1，

其中 n-dimV。

• Lambdak(V ) 中是什么？吃掉 n 个向量的多重交错线性函数，在数乘下唯一的元素就是：行列式。
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