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1 作业

1.1 第四次作业

• 2.2.9：

x = 0时不可导：原函数有定义不一定导函数有定义，要谨慎

• 2.2.11：

x = 1时不连续：虽然左右导数相等，但不可导。

• 2.2.18：

y′ = − 1

2 + sin y
，那y′′呢？

→别忘了链式法则乘y′，本质上是别忘了y是x的因变量，本质上是时刻记住对谁求导：

d2y

dx2
=

d

dx

(
dy

dx

)
=

d

dy
(y′) · dy

dx
.

1.2 第五次作业

• 3.2.5(2)的简洁证明

• 法一：
令f(x) = ln(x+ 1)，由中值定理，存在ξ使得

f(x)− f(0)

x− 0
= f ′(ξ)，展开得

f(x) =
x

ξ + 1
.

由0 < ξ < x得1 < 1 + ξ < 1 + x，因此
x

x+ 1
<

x

ξ + 1
= f(x) <

x

1
= x。

• 法二：
利用(1)。

先令t = ln(x+ 1)得x = et − 1 > t = ln(x+ 1)。

后令t = − ln(x+ 1)得
x

x+ 1
= 1− et < −t = ln(x+ 1)。

1.3 提醒

• ∃符号
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• “拉格朗日”中值定理

• 逻辑组织关系，不要摆叙述。给自己梳理清楚，也方便看的人明白。

⋆ “不妨设”/WLOG

例：往证
ex1 − ex2
x1 − x2

> 0。

⋆ “下证”

例：Rolle定理“接下来证明f(x)有最值点”

⋆ “断言”/Claim

例：Lagrange定理“断言构造的f(x)满足Rolle定理的条件”

⋆ “只需证（已足够）”

例：往证ex
2

≥ (arctanx)2。

⋆ ……

2 之前没讲完的

2.1 洛必达法则：定义、使用与变形

• 可能是条件最复杂的定理了
前提、假设与结论

• 逆命题和逆否命题为什么都不对？
反例与本质——所有的“分析本质”都得回到证明过程

• 使用：作为手段之一，与此前求极限的方法相结合
“丰富武器库”——*泰勒展开

• 变形：00,∞−∞,∞0, 0∞@,1∞

2.2 Darboux定理

定理 2.1 (Darboux导函数介值定理). 设函数f(x)在[x1, x2]上可导，导函数为g(x) = f ′(x)，则g(x1) =

A, g(x2) = B时，任意介于A,B之间的c，存在x1 ≤ x0 ≤ x2使得g(x0) = c.

证明. 构造函数h(x) = f(x)− cx，则希望找到x0使得h′(x0) = 0。若A ≤ c ≤ B，则h′(x1) < 0 < h′(x2)，

于是x1与x2均不能够取到连续函数h在闭区间 [x1, x2]上的最小值。于是存在x0 ∈ [x1, x2]使得h(x)在x0处

取到最小值。因此由Fermat定理知h′(x0) = 0。当B ≤ c ≤ A时将上述论证换为最大值同理可得。

• 导函数的左极限与左导数
lim
x→x0

f ′(x) = f ′
−(x0) ?

• 导函数不连续的例子
f(x) = x2 sin

(
1

x

)
, f(0) = 0.
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3 知识组织

3.1 连续、可导与光滑性(回顾)

• 从连续，到可导，再到导函数连续，再到有二阶导。这揭示着函数的“性质”越来越“好”。这就
是“光滑性”。

• 定义：称一个函数f为光滑函数若其为任意次可导的。即可以求f ′(x), f ′′(x), ...f (n)(x), ∀n。

• 如何检查一个给出函数的光滑性？初等函数在定义域上一般都光滑
也有例外：|x| =

√
x2。

• 对于补充定义/有改动的初等函数，在异样点处按照顺序如下：按照定义求极限检查——

⋆ 函数的连续性（区间在单点的极限）

⋆ 函数的可导性（单点；区间）

⋆ 导函数的连续性（区间在单点的极限）

⋆ 导函数的可导性（单点；区间）

⋆ ……（期中考第五题、上述作业2.2.9/2.2.11）

3.2 函数作图

类似地，依照导数阶数的从低到高依次检查——

⋆ 函数的增减性（导函数的正负性）

⋆ 函数的极值点vs驻点（导函数的零点）

⋆ 函数的凹凸性（导函数的增减性）（二阶导的正负性）

⋆ 函数的拐点（导函数的极值点）（二阶导的零点）

⋆ 充分条件还是充要条件？“导函数的极值点一定是原函数的拐点吗？”“能部分反映，但是丢信息”

3.3 中值定理→洛必达→泰勒

• 怎么看待定理：Fermat→Rolle

“怎么证明的”；“每个条件发挥了什么用处”；“删去这个条件能不能举出反例”

• 怎么构造函数？Lagrange→Cauchy

4 拓展：泰勒展开

“想做什么”；“为什么想到要这么做”

对函数f(x)，

• 连续性说明 lim
x→x0

f(x) = f(x0), ⇔ lim
x→x0

(f(x)− f(x0)) = 0, ⇔ (f(x)− f(x0))是无穷小，
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• 可导性说明 lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

= f ′(x0) ≜ a, ⇔ (f(x)− f(x0))与(x− x0)是同阶无穷小，

• ……？

我们看到，(x− x0) , (x− x0)
2
, (x− x0)

3, ...是越来越高阶的无穷小。用它们去衡量一个未知量

lim
x→x0

(f(x)− f(x0))得到的结果会更精细。

• 希望研究 lim
x→x0

f(x)，我们用测量 lim
x→x0

(f(x)− f(x0))这个无穷小的办法。

• 怎么测量这个无穷小呢？用一系列刻度越来越精细的尺子
{
(x− x0)

k
}N

k=1
。

我们可以得到如下的知识组织结构：以下记A = f(x) − f(x0), Bk = (x − x0)
k，Ck的定义按照如下的方

式递推进行。

⋆ 尺度在B0 = (x− x0)
0 = 1时，成立

lim
x→x0

A

B0

= lim
x→x0

(f(x)− f(x0)) = 0 ≜ C0,

这是函数f连续的定义

⋆ 尺度在B1 = (x− x0)时，成立

lim
x→x0

A− C0

B1

= lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

= f ′(x0) ≜ C1,

这是函数f可导的定义

⋆ 尺度在B2时？（应）成立

lim
x→x0

A−C0

B1
− C1

B1

= lim
x→x0

f(x)−f(x0)
x−x0

− f ′(x0)

(x− x0)

= lim
x→x0

(f(x)− f(x0))− (x− x0)f
′(x0)

(x− x0)2

(
=

A− C0 − C1B1

B2

)

=
1

2
f ′′(x0) ≜ C2.

每一步是把上一步等号左右的式子相减，检查其除以B1之后的极限。

“不满足于在极限lim下相等（因为扔掉了无穷小量），要细看它们到底差了多少”

⋆ 如此往复N次，可以得到（A是测量的量，Bk是刻度标，Ck是测量的读数）

lim
x→x0

A− C0 − C1B1 − C2B2 − ...− CN−1BN−1

BN

=
1

N !
f (N)(x0) ≜ CN .
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或者写成 lim
x→x0

A−
∑N

n=0 CnBn

BN

= 0，即

A−
N∑

n=0

CnBn = o(BN ).

在上文过程中我们发现Cn =
1

n!
f (n)(x0)，代入Cn和Bn，得到：

定理 4.1 (Taylor展开). 设函数f(x)在x0附近N + 1阶可导，则

f(x) = f(x0) +
N∑

n=1

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n + o((x− x0)
n), x → x0.

举个例子？以下x → 0：

• ex = 1 +
x

1
+

x2

2!
+ ...+

xn

n!
+ o(xn)

• ln(1 + x) =
x

1
− x2

2
+ ...+ (−1)n+1x

n

n
+ o(xn)

• sinx = x− 1

6
x3 +

1

120
x5 − ...+ (−1)k

x2k+1

(2k + 1)!
+ o(x2k+2)

• cosx = 1− 1

2
x2 +

1

24
x4 − ...+ (−1)k

x2k

(2k)!
+ o(x2k+1)

•
1

1− x
= 1 + x+ x2 + ...+ xk + o(xk)

• 注意：等号不是说两个函数相等，仅仅代表x = x0附近的极限关系（o(xn)）

• 用处：等价无穷小和洛必达法则的增强版，从根本上解决一切初等函数极限计算问题。

祝大家学习顺利！
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